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Цель работы 
Целью работыявляется  освоить технологию интегрирования функций 

в программе Maple.  
 
 

Интегрирование функции одной переменной 
 
 

Неопределенный интеграл ∫ dxxf )(  вычисляется с помощью 2-х команд: 
1) прямого исполнения – int(f, x), где f – подынтегральная функция, 

x – переменная интегрирования; 
2) отложенного исполнения – Int(f, x) – где параметры команды 

такие же, как и в команде прямого исполнения int. Команда Int выдает на 
экран интеграл в аналитическом виде математической формулы. 

Для вычисления определенного интеграла ∫
b

a

dxxf )(  в командах int и  Int 

добавляются пределы интегрирования, например, 
>Int((1+cos(x))^2, x=0..Pi)=int((1+cos(x))^2, x=0..Pi); 



π
π

2
3))cos(1(

0

2 =+∫ dxx  

Если в команде интегрирования добавить опцию continuous: int(f, x, 
continuous), то Maple будет игнорировать любые возможные разрывы 
подынтегральной функции в диапазоне интегрирования. Это позволяет 
вычислять несобственные интегралы от неограниченных функций. 
Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования 
вычисляются, если в параметрах команды int указывать, например, 
x=0..+infinity. 

Если требуется вычислить интеграл, зависящий от параметра, то его 
значение может зависеть от знака этого параметра или каких-либо других 

ограничений. Рассмотрим в качестве примера интеграл ∫
+∞

−

0

dxe ax , который, как 

известно из математического анализа, сходится приа>0 и расходится при 
а<0. Если вычислить его сразу, то получится: 

>Int(exp(-a*x),x=0..+infinity)=int(exp(-a*x),x=0..+infinity); 

 

Для получения явного аналитического результата вычислений следует 
сделать какие-либо предположения о значении параметров, то есть наложить 
на них ограничения. Это можно сделать при помощи команды 
assume(expr1,expr2,…), где expr1, expr2, … – неравенства, равенства.  

Вернемся к вычислению интеграла с параметром ∫
+∞

−

0

dxe ax , которое 

следует производить в таком порядке: 
>assume(a>0); 
>Int(exp(-a*x),x=0..+infinity)=int(exp(-a*x),x=0..+infinity); 

~
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Приложения определенного интеграла 

Вычисление площадей плоских фигур в декартовой системе координат 
Площадь криволинейной трапеции, расположенной 

«выше» оси абсцисс ሺ݂ሺݔሻ ൒ 0ሻ, равна 
соответствующему определенному интегралу 

ܵ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ௕
௔ ܵ или ݔ݀ ൌ ׬ ௕ݕ

௔   .ݔ݀
 (1) 

Пусть криволинейная трапеция ограничена линиями 
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൒ ݔ 0 ൌ ܾ; ݔ ൌ ܽ ; ݕ ൌ 0. Для нахождения 
площади ܵ  этой трапеции проделаем следующие операции: 



 1. Возьмем произвольноеݔ א ሾܽ; ܾሿи будем 
считать, что ܵ ൌ ܵሺݔሻ. 

 2. Дадим аргументу ݔ приращение∆ݔ ൌ
ݔሺݔ݀ ൅ ݔ∆ א ሾܽ; ܾሿሻ Функция ܵ ൌ ܵሺݔሻ. получит 
приращение ∆ܵ, представляющее собой площадь 
«элементарной криволинейной трапеции» (на рисунке 
она выделена). 

 Дифференциал площади ݀ܵесть главная часть 
приращения ∆ܵ при ∆ݔ ՜ 0 и, очевидно, он равен 

площади прямоугольника с основанием  ݀ݔ  и высотой ݕ: ݀ ܵ ൌ  у݀ݔ. 
3. Интегрируя полученное равенство в пределах от  ݔ ൌ ܽ до ݔ ൌ ܾ, получаем  

ܵ ൌ ׬ ௕ݕ
௔    .ݔ݀
Отметим, что если криволинейная трапеция расположена «ниже» оси Ох ሺ݂ሺхሻ  ൏

 0ሻ, то ее площадь может быть найдена по формуле  
ܵ ൌ െ ׬ ௕.ݔ݀ݕ

௔ (2) 
Формулы (1) и (2) можно объединить в одну: 

ܵ ൌ ׬ ௕ݔ݀|ݕ|
௔ .     (3) 

Пример №1. 

 

 



 
Площадь фигуры, ограниченной кривыми 

ݕ ൌ  ଵ݂ሺݔሻ и  ݕ ൌ  ଶ݂ሺݔሻ, прямыми ݔ ൌ ܽ; ݔ  ൌ
ܾ (при условии ݂ ଶሺݔሻ  ൒  ଵ݂ሺݔ)) (см. рис.2), можно 
найти по формуле: 

ܵ ൌ ׬  ଵ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ െ ׬ ଶ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ ൌ

׬ ሺ ଶ݂ሺݔሻ െ ଵ݂ሺݔሻሻ݀ݔ௕
௔  (4) 

 
Если плоская фигура имеет «сложную» 

форму (см. рисунок 3), то прямыми, 
параллельными оси Оу, ее следует разбить на части 
так, чтобы можно было бы применить уже известные 
формулы.  

Если криволинейная трапеция ограничена 
прямыми ݕ ൌ  с и ݕ ൌ  ݀, осью Оу и 
непрерывной кривой ݔ ൌ ߮ሺݕሻ ൒ 0, то ее  площадь 
находится по формуле  

ܵ ൌ ׬ ߮ሺݕሻ௕
௔    . ݕ݀

 (5) 
 
 

 
Пример №2. 



 

 

Вычисление площадей плоских фигур, заданных в параметрическом 
виде 
 

Пусть зависимость между аргументом x и функцией y задана параметрически в виде 
двух уравнений 

൜ݔ ൌ ,ሻݐሺݔ
ݕ ൌ ,ሻݐሺݕ ;ߙሾ ߳ ݐ    ሿߚ

где ݐ – вспомогательная переменная, называемая параметром. Функция ݔ ൌ  ሻݐሺݔ
монотонна, на всем допустимом множестве параметра t. 

Пусть криволинейная трапеция ограничена кривой, заданной параметрически 
ሼݔ ൌ ݕ  ሻݐሺݔ ൌ ;ߙሾ ߳ ݐ ሻݐሺݕ    ሿߚ



прямыми ݔ ൌ ܽ и ݔ ൌ ܾ и осьюОх, тогда площадь ее находится по формуле 

ܵ ൌ ቮන ሻݐᇱሺݔሻݐሺݕ

ఉ

ఈ

 ,ቮݐ݀ 

 гдеߙ и ߚопределяются из равенствݔሺߙ ሻ ൌ ܽи ݔሺߚሻ ൌ ܾ. 
 
 

Пример №3. 

 



 

 

 



 
  



Вычисление площадей плоских фигур, 
заданных в полярных координатах 
 

Площадь ܵ криволинейного сектора, 
ограниченного непрерывной линиейݎ ൌ  ሺ߮ሻи двумяݎ
лучами ߮ ൌ ,ߙ ߮ ൌ ߙሺ ߚ ൏ ,ݎ ሻ, гдеߚ ߮ – полярные 
координаты: 

ܵ ൌ
1
2

න .ଶሺ߮ሻ݀߮ݎ
ఉ

ఈ
 

 
 

Пример №3 

 

 



 

 
 

Пример №4. 



 

 



 
 
Пример 5. 

 



 

 

 



 

 

Вычисление длины дуги плоской кривой 
 

Пусть в прямоугольных координатах дана плоская кривая АВ, уравнение которой 
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, где ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ 

Поддлиннойдуги АВ понимается предел, к которому стремится длина ломаной 
линии, вписанной в эту дугу, когда число звеньев ломаной неограниченно возрастает, а 
длина наибольшего звена ее стремится к нулю. 

 Покажем, что если функция ݕ ൌ ݂ሺݔሻи ее производная ݕ Ԣ ൌ ݂ሺݔሻнепрерывны на 
отрезке ሾܽ; ܾሿ, то кривая АВ имеет длину, равную  



݈ ൌ න ඥ1 ൅ ሺ݂Ԣሺݔሻሻଶ

௕

௔

 .ݔ݀

Применим метод сумм. 
 1. Точками ݔ଴ ൌ ܽ, ,ଵݔ … , ௡ݔ ൌ ଴ݔ) ܾ ൏ ଵݔ ൏ ڮ ൏ ;௡) разобьем отрезок ሾܽݔ ܾሿ 

на ݊ частей . Пусть этим точкам соответствуют точкиܯ଴ ൌ ,ܣ ,ଵܯ … , ௡ܯ ൌ  на кривой ܤ
АВ. Проведем хорды ܯ଴ܯଵܯଵ, ଶܯ … ,  ௡, длины которых обозначимܯ௡ିଵܯ
соответственно через∆ܮଵ∆ܮଶ … , ,ଵܯଵܯ଴ܯ௡. Получим ломануюܮ∆ ଶܯ … ,  ݊ ,௡ܯ௡ିଵܯ
длина которой равна ܮ௡ ൌ ଵܮ∆ ൅ ڮ , ൅∆ܮ௡ ൌ ∑ ௜ܮ∆

௡
௜ୀଵ . 

2. Длину хорды (или звена ломаной) ∆ܮ௜ можно найти по теореме Пифагора из 
треугольника с катетами ∆ݔ௜ и ∆ݕ௜ 

௜ܮ∆ ൌ ඥሺ∆ݔ௜ሻଶ ൅ ሺ∆ݕ௜ሻଶ, 
где ∆ݔ௜ ൌ ௜ݔ െ ௜ݕ∆ ௜ିଵ иݔ ൌ ݂ሺݔ௜ሻ െ ݂ሺݔ௜ିଵሻПо теореме Лагранжа о конечном 
приращении функции ∆ݕ௜ ൌ ݂Ԣሺܿ௜ሻ∆ݔ௜ где   ∆ܿ௜ א ሺݔ௜;  ௜ିଵሻ. Поэтомуݔ

௜ܮ∆ ൌ ඥሺ∆ݔ௜ሻଶ ൅ ሺ݂Ԣሺܿ௜ሻ∆ݔ௜ሻଶ ൌ ඥ1 ൅ ሺ݂Ԣሺܿ௜ሻሻଶ∆ݔ௜, 
а длина всей ломаной ܯଵ , ଶܯ … ,  ௡равнаܯ

௡ܮ ൌ ෍ ௜ܮ∆

௡

௜ୀଵ

ൌ ෍ ඥ1 ൅ ሺ݂Ԣሺܿ௜ሻሻଶ∆ݔ௜

௡

௜ୀଵ

. 

3. Длина  кривой АВ, по определению, равна 

݈ ൌ lim
୫ୟ୶ ∆௅೔՜଴

௡ܮ ൌ lim
୫ୟ୶ ∆௅೔՜଴

෍ ௜ܮ∆

௡

௜ୀଵ

. 

 Заметим, что при∆ܮ௜ ՜ 0 также и ∆ݔ௜ ՜ ௜ܮ∆) 0 ൌ ඥሺ∆ݔ௜ሻଶ ൅ ሺ∆ݕ௜ሻଶи, 
следовательно, |∆ݔ௜| ൏ ௜). Функция ඥ1ܮ∆ ൅ ሺ݂Ԣሺ ݔሻሻଶ непрерывна на отрезке ሾܽ; ܾሿ, так 
как, по условию, непрерывна функция ݂Ԣሺݔሻ. Следовательно, существует предел 
интегральной суммы , когда max ௜ݔ∆ ՜ 0 

݈ ൌ lim
୫ୟ୶ ∆௅೔՜଴

ሺ௡՜ஶሻ

෍ ඥ1 ൅ ሺ݂Ԣሺܿ௜ሻሻଶ∆ݔ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ න ඥ1 ൅ ሺ݂Ԣሺݔሻሻଶ

௕

௔

 ݔ݀

Таким образом, ݈ ൌ ׬ ඥ1 ൅ ሺ݂Ԣሺݔሻሻଶ௕
௔  или в сокращенной записи ,ݔ݀

׬ ට1 ൅ ሺݕ௫
/ሻଶ௕

௔  .ݔ݀
 
Пример №6. 



 

 



 

 
 

Вычисление длины дуги плоской кривой, заданной в параметрической 
форме 

 
Если уравнение кривой АВ задано в параметрической форме ݔ ൌ ,ሻݐሺݔ  ൌ ݕ

,ሻݐሺݕ  ߙ ൑ ݐ ൑  ሻ - непрерывные функции с непрерывнымиݐሺݕ ሻ иݐሺݔ где ߚ
производными и ݔሺߙሻ ൌ ܽ;  ܾ ൌ ݈ ሻ , то длинаߚሺݔ  кривой АВ находится по формуле 

݈ ൌ න ඥሺ∆ݔᇱሺݐሻሻଶ ൅ ሺ∆ݕᇱሺݐሻሻଶ

ఉ

ఈ

 .ݔ݀

Пример №7.  



 

 

 



 

Вычисление длины дуги плоской кривой, заданной в полярных 
координатах 

 
Путь кривая заданав полярных координатахݎ ൌ ߮ ሺ߮ሻидвумя лучамиݎ ൌ ,ߙ ߮ ൌ

ߙሺ ߚ ൏ ,ݎ ሻ, гдеߚ ߮ – полярные координаты. Предположим, что ݎሺ߮ሻ и ݎԢሺ߮ሻ  - 
непрерывны на отрезке ሾߙ,   ሿ, тогда длина кривойߚ

݈ ൌ න ඥݎଶ ൅ .Ԣଶ݀߮ݎ
ఉ

ఈ
 

Пример №6. 

 



 

 

Вычисление объема тела 
 

По известным площадям параллельных сечений. 
Пусть требуется найти объем V тела, причем известны площади S сечений этого тела 

плоскостями, перпендикулярными некоторой оси, например оси Ох: ܵ ൌ  ܵሺݔሻ, ܽ ൑
ݔ ൑ ܾ. 

 Применим схему.  
1. Через произвольную точку ݔ א ሾܽ; ܾሿпроведем плоскость П, перпендикулярную 

оси Ох . Обозначим через ܵሺݔሻ площадь сечения тела этой плоскостью; ܵሺݔሻ считаем 
известной и непрерывно изменяющейся при изменении ݔ. Через ݒሺݔሻ обозначим объем 
части тела, лежащее левее плоскости П. Будем считать, что на отрезке ሾ ܽ;  ݒ ሿ величинаݔ
есть функция от ݔ , т. е. ݒ ൌ ሺܽሻݒሻ ሺݔሺݒ   ൌ  0 , ሺܾሻݒ  ൌ  ܸ). 

 2. Находим дифференциал ܸ݀ функцииݒ ൌ  ሻ. Он представляет собойݔሺݒ 
«элементарный слой» тела, заключенный между параллельными плоскостями, 
пересекающими ось Ох в точках ݔ и ݔ ൅  который приближенно может быть принят ,ݔ∆



за цилиндр с основанием ܵሺݔሻ и высотой ݀ݔ. Поэтому дифференциал объема ܸ݀ ൌ
 ܵሺݔሻ ݀ݔ. 

3. Находим искомую величину ܸ  путем интегрирования ݀ в пределах отܽ ܣ   до ܾ  

ܸ ൌ න ܵሺݔ
௕

௔
ሻ݀ݔ 

Полученная формула называется формулой объема тела по площади nараллельных 
сечений. 

Объем тела вращения  
Пусть вокруг оси Ох вращается криволинейная трапеция, ограниченная 

непрерывной линией у ൌ  ݂ሺݔሻ  ൒ 0, отрезком ܽ ൑ ݔ ൑ ܾи прямыми ݔ ൌ ܽ и ݔ ൌ ܾ 
Полученная от вращения фигура называется телом вращения. Сечение этого тела 
плоскостью, перпендикулярной оси Ох, проведенной через произвольную точку ݔ оси Ох 
ݔ) א ሾܽ; ܾሿ), есть круг с радиусом у ൌ  ݂ሺݔሻ. Следовательно, ܵሺݔሻ  ൌ  ଶ. Применяяݕߨ 
формулу  объема тела по площади параллельных сечений, получаем  

௫ܸ ൌ ߨ න ଶݕ
௕

௔
 .ݔ݀

 Если криволинейная трапеция ограничена графиком непрерывной Функции. 
ݔ ൌ ߮ሺݕሻ ൒ 0 и прямымиݔ ൌ 0; ݕ ൌ ܿ; ݕ ൌ ݀; ሺܿ ൏ ݀ሻто объем тела, образованного 
вращением этой трапеции вокруг оси Оу, по аналогии с формулой  

௬ܸ ൌ ߨ න ଶݔ
ௗ

௖
 .ݕ݀

 
Пример №7. 

 



 

 
 



 

 
 

Контрольные вопросы 
1. Как вычислить площадь фигуры ограниченной графиком функцииݕ ൌ

ݔሻ, прямымиݔሺݕ ൌ ݔ ,ܽ ൌ ܾ,осьюOx? 
2.  Как вычислить площадь фигуры ограниченной графиками 

функцийݕ ൌ ݕሻиݔଵሺݕ ൌ  ሻ соответствующими отрезкамиݔଶሺݕ
прямыхx=a и x=b? 

3.  Назовите формулы вычисления площадей фигур, ограниченных 
кривыми, заданными параметрически. 

4. Как вычислить длину дуги кривой, заданной в полярных координатах? 
5.  Назовите формулу объёма тела, образованного вращением вокруг 

осиOxфигуры, ограниченной графиком функции y=y(x), отрезками 
прямыхx=a и x=b и отрезком оси Ox. 

6. Назовите формулу объёма тела, образованного вращением вокруг оси 
Oyфигуры, ограниченной графиком функции x=x(y) , отрезками 
прямыхy=a и y=b и отрезком оси Oy. 

 
  



Контрольные задания 
 

1. Оформите титульный лист к лабораторной работе, согласно требованиям 
СФМЭИ (ТУ). Укажите название лабораторной работы.Фамилию, Имя,  группу, 
номер студента в журнале (см. Приложение 1).  

2. Создайте документ Maple. Напишите заголовок 14 кеглем, полужирно, с 
выравниванием по центру: «Лабораторная работа №1». Далее с выравниванием 
по правому краю, курсивом, 14 кеглем укажите полностью Фамилию, Имя, 
номер в журнале. 

3. Выполните задания из своего варианта, определяемого номером в журнале. 
Каждое задание должно быть оформлено в отдельной секции (пиктограммы 

) с заголовком «Задание №_». Завершать секцию должен развернутый 
ответ. 

4. Распечатайте лабораторную работу из под программы Maple на листах формата 
А4 (односторонняя печать). 

 
 

При выполнении контрольных заданий студенту необходимо подставить вместо 
буквенных параметров индивидуальные анкетные характеристики: 

c - номер студента по списку в журнале 
a – число букв в имени 
b – число букв в фамилии  
На титульном листе необходимо обязательно указать, какие анкетные данные 

использовались при выполнении контрольных заданий (имя, фамилия, номер варианта). И 
продублировать эти же данные на первой странице самого отчета.  

Все рисунки должны иметь заголовок, номер, оси.Рисунки, на которых 
приведены несколько функций, должны иметь легенду. Графики не должны быть 
угловатыми.  

 
1. Найти неопределенный интеграл функции 

№1-10: 
݂ሺݔሻ ൌ ݈݊௖ሺݔሻ 

№11-20:  
݂ሺݔሻ ൌ sinሺݔሻ · sin ሺݔ ൅ ܿሻ 

№21-30 

݂ሺݔሻ ൌ
1

ܽ ൅  ଶݔܿ
2. Вычислить интегралы 

a)׬ ݁ି௔௫ cosሺܿݔሻ ାஶ,ݔ݀
଴    б) ∫ +

с

bxa
xdx

1
2)(  

_______________________________________________________________ 



3.Найти интегралы в заданиях №1-№10 из четвертого раздела «Интегралы» 
сборника заданий по высшей математике Кузнецова Л.А. Номер варианта выбирается в 
соответствии с номером студента в  журнале. 

4. Выполнить задания №14-№19, №21 из четвертого раздела «Интегралы» 
сборника заданий по высшей математике Кузнецова Л.А. Номер варианта выбирается в 
соответствии с номером студента в  журнале. 
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